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Physique quantique appliquée

Travaux dirigés n°2. Bases de 1’espace des états

On rappelle que le produit scalaire des deux états |f) et |g), décrits par les fonctions d’ondes f (z) et g (x)
est noté (f| g) et que, dans les problémes & une dimension, son expression est (f| g) = fj;o f(z)g(x)dr ou
f (2) est le complexe conjugué de f (z).

A- Bases continues de ’espace des états

On note §(z — a) = 0, (x) la fonction généralisée de Dirac de pole a et on définit uy, (v) = —=€"** ou

k est un indice réel continu, k € (—o0, +00)) .

Exercice 1

la- Exprimer (04 |93), (0o |uk) et (ug |d3).
1b- Déterminer fj(: f(x)d" (x — a) dz ot §" est la dérivée seconde de .
lc- Représenter le graphe de la fonction Y, (z) = [*__ 6, (t) dt.

1d- Calculer fjooj d (ax) 9 (x) dz. En déduire lexpression de § (ax). On distinguera deux cas suivant le
signe de a.

Exercice 2

Soit |vy) une base de I'espace des états dépendant de Iindice continue, A € (—oo,+00). Cette base est
orthonormé au sens suivant : (vy| vg) =0 (v — 3) .
On considere la décomposition des états [¢)) et |p) sur la base {|vy)} :

+oo +oo
) = Cony lva) dret o) = Ky o) dp

— 00 — 00

2a- Exprimer la fonction d’onde ¢ (z) de I’état 1) en fonction de la fonction d’onde v, (z) de état |v,,) .
Calculer (vq]| ).

2b- Démontrer que le produit scalaire (¢| ¢) est I'intégrale d’une quantité que I’on exprimera en fonction
de C(y) et K(y) et de leurs conjugués complexes.

Exercice 3

On admet que {|ug)} forme une base orthonormée de I'espace des états.
On définit la transformée de Fourier, ¢ (k) , de la fonction d’onde ¢ (z) par la relation

1 oo —ikx
¢(k)=¢7?[w Y (x) e *rdx

Exprimer 1[) (k) sous la forme d’un produit scalaire.
Donner la décomposition de [+) sur la base {|uy)}. Exprimer les ”coefficients de cette décomposition” en
fonction de v (k).



B- Bases discretes de ’espace des états accessibles
Exercice 1
On considere une base discrete, orthonormée de 1'espace des états : {|ug)} ol k est un élément arbitraire de

I’ensemble des entiers positifs : k = 1,2, etc.

la- Exprimer le produit scalaire (uy, |u,,) en fonction du symbole de Kronecker 6, défini par les relations

5 = 1 pour n =m
" 0 pour n#E m

1b- Une fonction d’onde se développe sous la forme ¢ (x) = > Cpup(z). Exprimer C,, sous la forme d’un

produit scalaire.

lc- On pose p(x) = > Knpun(z). Exprimer le produit scalaire (p [¢) en fonction de C,, K, et leurs

conjugués complexes.
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A- Bases continues de 1’espace des états
Exercice 1

On rappelle la relation fj;o 0o (z) f(x)dz = ().

la- e (4, |0p) = fj—;O(S (x)6p () dx. En considérant dg(x) comme une ”fonction ordinaire” il vient

’ (0n 105) =g (a) =0 (a— ) =0 (0— ) ‘ (car les roles de d3 () et d, (x) peuvent étre échangés).
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1b- fjoo f( )8" (z — a) dx = [f(2)d'(x )] X2 P @ (@ —a)de = — [1T f'(2)8' (v — a) do
—f+°o 8 (x—a)de = —[f'(z)d(x) +j+oo (@) (x —a) dx:fj:oo f"(x)d (x —a)dx

J73 F@)d (@ — a)da = ["(a)

le- Y (z)= [ _0a(t)dt. 6, (t) =0pourt <a= [ _6,(t)dt =0=Y,(z) pour z < a.
Pour z > a il vient [* 8, (t)dt = 1. D’ou le graphe de la fonctlon
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Y, n’est pas définie en x = a. On pose souvent Y, (a) = 1/2.
1d- Effectuons le changement de variable u = ax.

d 1 5
e a > 0 il vient fj;oé(am)w(x) dr = j;oé(u)w <E) ;u glﬁ( ) = j;o %w(ﬂc} dz. Cette
a
§ (x)

relation étant satisfaite pour toute fonction d’onde 1, il vient § (ax) =
a



e a < 0 il vient fjofé(ax)z/}(x) de = [ 76 (u) (f —=- j:ooé(u)w <7) c%u On en déduit la

a’/ a a
relation § (ax) = —@. Dans tous les cas il vient
9 (x)
0 (ax) = —=
|al
Exercice 2
2a- ¢ (z) = (@ [T C0y foa)dd = [T2C0 (@ [va) dh = [T Ciayoa (z) dA =1 ()

(va| V) = f+°o dz +:OO* () Ciny va () dX= [[To (x) Cpn) v (@) dAdz
(Val ¥) = [T2dN [T27, (x) O UA( ) de = [T dNCx) (va [0a) = [T2°Cay0 (@ — A) dA

(va| ¥) = Coy

2b- (Y] ) ff<C(A A| Ky o) dAdp = ff@A)K(u (va] v) dAdps
+oo
(W)= J17 dp [23 ConKyd (A —p)dh = [13 du Cy Ky

Wl @) = 72 ClyK ) dps

Exercice 3

o [ (k) = (ux [v)
eLa décomposition de |¢) s’écrit [¢)) = fj;f fey lur) dk aved fauy = (up |[¢) = Y (k) |

B- Bases discretes de ’espace des états accessibles

Exercice 1

la- Base orthonormée : ’ (U |tm) = Onm ‘

m

Cn = (un |¢)

lec- <90 W}> = <Z Kpuy |¢> = %: <Knun W}> = Xn:?n <un |¢>
(" |1/)> = Zn:Fn <un ‘Zcmum> = ;;Fn <un ‘Cmum> = ;%Fncm <Un |Um>

(¢ [¥) = X KnCh




