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TD horloge atomique

1. Structure hyper�ne de la transition D2 du césium

Le diagramme ci-dessous montre les états 62S1=2 et 62P3=2 de l�atome de césium. La « raie
D2 » du césium à � � 852 nm correspond aux transitions entre ces deux états.

a- Donner les valeurs des nombres quantiques n; `; s; j; i; f ainsi que le degré de dégénéres-
cence des niveaux hyper�ns de ces états.
b- Lister les transitions dipolaires électriques et dipolaires magnétiques possibles entre ces
niveaux hyper�ns.
c- La durée de vie du niveau 62P3=2 est � 30 ns. Utiliser le principe d�incertitude de Heisen-
berg sous la forme �E:�t � } pour conclure que la largeur naturelle de la raie D2 est � 5
MHz.

2. Oscillations de Rabi

a- On étudie la transition entre les états jF = 3; mF = 0i et jF = 4; mF = 0i du niveau
62S1=2, que l�on désigne par jfi et jei respectivement. Cette transition est induite par un
champ magnétique de direction constante et d�amplitude B cos!t, avec B et ! constantes.
L�hamiltonien total peut s�écrire sous la forme
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Htot = H0 +H(t)
avec H0jfi = ~!f jfi

H0jei = ~!ejei
H(t)jfi = ~
cos!tjei
H(t)jei = ~
cos!tjfi

où !f , !e et 
 = �
�B
2}
gB sont des constantes.

On note l�état de l�atome au temps t par

j (t)i = a(t)jfi+ b(t)jei

Ecrire l�équation d�évolution de j (t)i.
b- On pose le changement de variable suivant :

a(t) = �(t)e�i!f t

b(t) = �(t)e�i!et

Ecrire les équations satisfaites par �(t) et �(t). On pourra poser !0 = !e�!f et !d = !�!0.
c- Si on impose la condition initiale : a(0) = 1 et b(0) = 0, la solution de l�équation précédente
donne :

b(t) = �i 


0
sin

0t

2
e�i!dt=2e�i!et

avec 
0 =
p

2 + !2d

Quelle est la probabilité de transition de l�atome vers l�état jei au temps t ?
d- A quoi correspond le phénomène de résonance pour ce système ?
e- Décrire le principe et les conséquences d�une impulsion "�" ainsi que celui d�une impulsion
"�=2".

3. Franges de Ramsey

Pour réaliser des franges de Ramsey, l�atome de l�exercice précédent est soumis d�abord à
une impulsion �=2 .
Après un temps T d�évolution libre (sans interaction), il interagit à nouveau avec une im-
pulsion �=2.
On suppose que, à l�instant t = 0, l�atome est dans l�état fondamental jfi:
D�après les équations établies dans l�exercice précédent, on a pour une interaction de durée
t :

a(t) =

�
cos


0t

2
� i

!d

0
sin

0t

2

�
ei!dt=2e�i!f t

b(t) = �i 


0
sin

0t

2
e�i!dt=2e�i!et
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L�atome subit la première impulsion �=2 dont on note la durée � :
a- Déterminer l�état j 1i = a1jfi+ b1jei de l�atome après cette première interaction.
Après la première impulsion, l�atome évolue librement pendant un temps T .
b- Déterminer l�état j 2i = a2jfi+ b2jei de l�atome après l�évolution libre.
c- L�atome est alors soumis à une deuxième impulsion �=2 , il est alors dans l�état :
j 3i = a3jfi+ b3jei
On démontre que :

b3 = �
i


2
0

h
exp (�i!e (� + T )) exp (�i!d�)

�
1 + i

!d

0

�
+exp (�i!f (� + T )) exp (�i! (� + T ))

�
1� i

!d

0

�i
Déterminer la probabilité P (T ) pour que l�atome soit dans l�état jei après l�ensemble de
l�expérience de temps d�évolution libre T . Pourquoi parle-t-on de franges d�interférence dans
cette expérience ?
d- La �gure ci-dessous représente la mesure des franges de Ramsey dans une fontaine ato-

mique. Il s�agit de la transition de probabilité en fonction de l�écart en fréquence �� =
�!

2�
=

!d
2�
: Montrer que cette courbe est compatible avec les résultats précédemment obtenus.

4. Stabilité et exactitude

a- Considérons une horloge ayant une stabilité de fréquence relative de �(�) = 1; 6 �
10�14��1=2, où � est la durée de mesure (en secondes). Quelle durée de mesure est nécessaire
pour que le bruit de fréquence relative de l�horloge descende à 10�16 ? Même question avec
10 �15 pour le bruit de fréquence relative ?
b- Considérons deux horloges, chacune de stabilité relative 1; 6� 10�14��1=2 et d�exactitude
relative 4�10�16. Dans une comparaison de fréquence entre elles, quelle durée de mesure est
nécessaire pour que le bruit de fréquence (total) descende en-dessous de l�incertitude totale ?
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5. Exactitude d�une fontaine au césium

Le tableau ci-dessous résume l�ensemble des e¤ets systématiques dans une fontaine atomique
à césium :

De combien faut-il corriger la valeur de fréquence de l�horloge ? Quelle est l�exactitude de
l�horloge, absolue (en Hz) et relative ?
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Correction sommaire

1. Structure hyper�ne de la transition D2 du césium

Le diagramme ci-dessous montre les états 62S1=2 et 62P3=2 de l�atome de césium. La « raie
D2 » du césium à � � 852 nm correspond aux transitions entre ces deux états.
a- n = 6 2s+ 1 = 2 =) s = 1=2
Si S alors ` = 0 Si P alors ` = 1
j = 1=2 j = 3=2
ji� jj � f � i+ j i = 7=2 dans les deux cas
Dégénérescence : d = 2f + 1
d = 7 + 9 d = 11 + 9 + 7 + 5
d = 16 d = 32
b- Les transitions permises sont celles où = �1; 0 ou 1
Pour les transition dipolaire électrique les règles sont :
�mf = 0;+1;�1
�mj = 0;+1;�1
�m` = +1;�1
Pour les transition dipolaire magnétique :
�mf = 0;+1;�1
�mj = 0;+1;�1
�m` = 0
c- �E:�t � } or �E = h��
��:�t � }=h �� � 1=(2��t) = 1=(2� � 30 � 10�9) = 5: 305 2� 106 Hz, soit 5 MHz

2. Oscillations de Rabi

a- i~
d

dt
j (t)i = (H0 +H(t))j (t)i

b-8><>:
i
da

dt
= !fa+ 
cos!t b

i
db

dt
= !eb+ 
cos!t a8><>:

i
d�

dt
= 
cos!t e�i!0t�

i
d�

dt
= 
cos!t ei!0t�
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c-P (t) = jb(t)j2 =
�




0
sin

0t

2

�2
d- La résonance correspond au maximum de la probabilité précédente, c�est-à-dire, lorsque
! = !0
e- L�impulsion � est une interaction avec le champ magnétique en résonance pendant le
temps nécessaire à avoir P (t) = 1: Pour l�impulsion �=2, on a P (t) = 1=2

3. Franges de Ramsey

a- b1 = �
i



0

p
2

2
exp (�i!e�) e�i!dt=2 a1 =

 p
2

2
� i

!d

0

p
2

2

!
exp

�
i
!d�

2

�
exp (�i!f�)

Après la première impulsion, l�atome évolue librement pendant un temps T .

b- a2 =

 p
2

2
� i

!d

0

p
2

2

!
exp

�
i
!d�

2

�
exp (�i!f (� + T )) b2 = �

i



0

p
2

2
e�i!dt=2 exp (�i!e (� + T ))

c- b3 = �
i


2
0

h
exp (�i!e (� + T )) exp (�i!d�)

�
1 + i

!d

0

�
+exp (�i!f (� + T )) exp (�i! (� + T ))

�
1� i

!d

0

�i
P (T ) =

�
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2

�
� !d

0
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�
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��2
Suivant la valeur de T , cette probabilité peut être maximale ou très faibles, il y a interférences.
d- La �gure représente une con�guration où T donne P maximale pour la résonance. La large
à mi-hauteur de la frange centrale correspond à celle déterminée dans la question précédente
(car alors !d << 
0, le deuxième terme en sinus est négligeable.

�� =
1

T
L�enveloppe globale des franges en forme de cloche correspond à la lorentzienne qu�on peut
retrouver dans l�expression du coe¢ cient b dans la question c : cette courbe est proportion-

nelle à

2

!2d + 

2
=

2
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4. Stabilité et exactitude

a- Pour que le bruit de l�horloge descende à 10�16; il faut que :

1:6� 10�14��1=2 = 10�16 , � =

�
1:6� 10�14
10�16

�2
= 25600 s = 7: 1 heures

Pour 10�15, on a :

� 0 =

�
1:6� 10�14
10�15

�2
= 256 s = 4: 266 7 min

L�e¤et est quadratique ce qui explique le facteur 100 entre les deux résultats.
b- L�incertitude de la comparaison des deux horloges (en supposant que toutes les incerti-
tudes sont indépendantes) est :

� =

q
2� (1; 6� 10�14��1=2)2 + 2� (4� 10�16)2

On veut que la stabilité relative des deux horloges soit négligeable dans ce calcul. Pour cela,
il faut que :

(��
q
2� (4� 10�16)2) < 10�16

6



� < 10�16 +
q
2� (4� 10�16)2 = 6: 657� 10�16

2�
�
1; 6� 10�14��1=2

�2
+ 2� (4� 10�16)2 < (6: 657� 10�16)2

1

�
<
(6: 657� 10�16)2 � 2� (4� 10�16)2

2� (1:6� 10�14)2
= 2: 4� 10�4

� = 4:17� 103 s

5. Exactitude d�une fontaine au césium

La correction est un biais systématique à retrancher. Elle s�additionne. Il faut ici corriger la
fréquence de l�horloge en relatif de :
��

�0
= (�133 + 17:6 + 1)� 10�15 = �1: 144� 10�13

Soit une correction absolue de :
�� = �1: 144� 10�13 � �0 = �1: 144� 10�13 � 9192631770 = �1: 051 � 10�3 Hz
L�exactitude est estimée par l�incertitude qui est une variance.
Les phénomènes décrits étant indépendants, les incertitudes du tableau s�additionnent qua-
dratiquement, ce qui donne une incertitude relative :
��
�0
=
p
0:12 + 0:32 + 0:22 + 0:52 + 0:22 + 0:42 + 0:12 + 0:32 + 0:12 + 0:52 � 10�15

��
�0
= 9: 75� 10�16

Soit une incertitude absolue de :
�� = 9: 75� 10�16 � �0 = 9: 75� 10�16 � 9192631770 = 8: 96� 10�6 Hz
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